OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a XI-a
Solutii si bareme

SUBIECTUL I
Dupa calcule, relatia poate fi scrisa

™ .

T, = cosﬁxn,l—kslnﬁynfl,
. T m

Yn = —smExn,l +COSﬁyn71>

sau,

d in T
(m"> =A (x"_1> ; unde A= ( o8 12 St 17?) 2p
Yn Yn—1 —sln {5 COS {5

Prin inductie se obtine

Ty n [ o cos 7y sin g% o
=A = . 12 2 s e3P
Yn Yo —Sm 35 COS 75 Yo

iar de aici

nmw +si nmw . onw N nm
Ty = COS —X S —— 5 = —SIn ——x COS —
n 12 0 12 Yos; Yn 12 0 12 Yo,

CU Tpy24 = Tp, Ynt24 = Yn, VN > 1, deci perioada cautata este T' = 24...... 2p
SUBIECTUL I1

Relatia:
2n2(an+1 —an — 1) +n(ant1 — 3a,) + 2a, = n* + 3n?, Vn >1
poate fi scrisd n(2n + 1)an11 — (n+2)(2n — 1)a, = n%(n + 1)(n + 2) adica

2n+1 2n—1

—— e Opt] — —————p = N.....2
(n+1)(n+2) 1 n(n +1) P

n n
: 2n+1 _ 2n-—1 _ . _ 7L(n+1)(’rL2—n+1)
Tar prin sumare k¥1 (Wan+l CESH) an) _k¥1 k obtinem a, = =55 ———

..... 3psi lim a, = oo,.....1p iar lim (1+ %)an = Ye....1p
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SUBIECTUL III

a) A-B =1, implicd det(A - B) = det A - det B =1 iar de aici det B # 0, B
inversabild, si fie B~! inversa sa......1p

Inmultind la dreapta relatia A-B =1, cu B7!, obtinem A = B™!, iar
inmultind la stanga cu B avem BA=1,,deci A-B=B-A.....2p

b) Dacd pA+¢gB =A-B, A-B —pA—¢B = O, iar adunand pql,, avem
(A —ql,) (B —pl,) = pql,. Impértind prin pg obtinem (%A — In)(%B —1I,) =
Ip....... 1p

Conform punctului anterior, (%A - In)(%B -I,) = (%B - In)(éA —1I,), iar de
aici rezulta A-B=B-A....2p

Acum avem

APBY = APB.B.-...-B=BA’B-B-...-B=..=DBIAP..... 1p
q ort q—1 ori

SUBIECTUL IV

Folosim faptul ci dacd X € Mz(C) si X" = Oy atunci X? = Oy (X"
O = detX =0= X?=(trX) X = X" = trX)"!1 . X = X =
Oy sau trX =0= X?=0,)....1p

Presupunem ci A + B nilpotentd. (A + B)? = Oy = A*> + AB+ BA+ B% =
Oy =— AB+ BA = 0Oy — trAB = —trBA = —trAB — trAB = trBA =
Odet AB = det BA = 0. Astfel,(AB)? — (trAB)AB + (det AB)Iy = Os, deci
(AB)2 = 02 ..... 2p

Analog (BA)? = Og, deci A- B si B - A sunt nilpotente......2p

S& presupunem acum ci A - B si B - A sunt nilpotente. Atunci (A + B)? =
A*+ AB + BA+ B* = AB + BA.

(A+ B)* = (AB)? + AB?A+ BA?’B + (BA)? = O3 + O3 + Oz + O3 = Oo, deci
A + B sunt nilpotente......2p



